TEORIA MNOGOSCI

Przedmiotem badateorii mnogéci g zbiory nieskéczone*
W. Sierphski

Teoria mnogeéci, to dziat matematyki zajmagy sk badaniem wilasrigi zbiorow,
stad tez nazywana jest ona €#to teory zbiorow. Twierdzenia teorii mnoga dotycz
dowolnych zbiorow niezaklmie od tego, jakie aselementy tych zbiorow. Twdgcteorii
mnogaci byt matematyk niemiecki G. Cantor.

Pierwsza wazniejsz praa z teorii mnogéci byt dowdd G. Cantora z 1873 r,

w ktérym wykazatze zbior wszystkich liczb algebraicznych jest przadiny,

a jednoczénie zbior wszystkich liczb rzeczywistych nie jestzgliczalny. Cantor rozwijat
teoric mnogaci nie precyzujc pogcia ,.zbior”. Ten pozionscistosci wystarczat do uzyskania
wigkszasci  najwaniejszych  wynikow, podobnie problem continuum - ged z
najwazniejszych problemow teorii mnogu, nie budzit wtedy wtpliwosci. Dopiero na
poczitku wieku XX kontrowersja wokot zasady wyboru odsta powane r&nice w
rozumieniu pajcia ,zbidr’. Sprzeczn& intuicyjnej teorii mnogéci wykazat B. Russell
konstruujc nasg¢pujaca antynome:

Niech Z lgdzie zbiorem ziwnym ze wszystkich tych zbiorow, ktore njeswymi
elementami. tatwo zauwg’, ze zaréwno zakenie ZOZ | jak te zalgenie £UZ
prowadz; do sprzecznii.?

Pocatkowo teoria mnogeei postugiwata s intuicyjnie rozumianym pegiem zbioru,
rozwijajac sk jako tzw. ,naiwna”’ teoria mnogoi. W zakresie tej teorii nmma byto
prowadzé poprawne Kciste rozumowania, dotygeze wielu zagadniematematyki. Okazaty
si¢ one jednak zawodne przy rozwywaniu problemow zwzanych z istat pojecia zbioru.
Na gruncie ,naiwnej” teorii mnogai pojawity skt trudngci natury logicznej, tzw. antynomie
(sprzecznéci). Proby przezwyeizania tych trudnéci zapocatkowaty proces formalizacji
teorii mnogdci i powstanie aksjomatycznej teorii mnégo

| tak: Zermelo ok. 1910 r. zaksjomatyzowat teomnogaci i usumt antynome
Russella naktadag na konstrukej zbiorow szereg ogranicie

Wiasny system rozumienia goja ,zbidr” stworzyt St. Léniewski. System ten
uznawany jest do dgziza wyatkowo oryginaln i konsekwenta préky budowania podstaw
matematyki. Nad tym systemem pracowato wielu polskogikow, w tym
A. Tarski i A. Lindenbaum.

W okresie midzywojennym stopniowo ksztattowato ¢siprzéwiadczenie, ze
wiasciwym fundamentem teorii mnoga jest system Zermeli-Fraenkla. Wtedyz te
najwazniejszymi problemami podstaw teorii mnaégop staty s¢ kwestie niesprzeczho i
niezalenosci aksjomatu wyboru.

W nawhzaniu do w/w probleméw teorii mnogm nie mana pominé faktu, ze do
najwazniejszych probleméw teorii mnog§a juz od XVII w. nalezata hipoteza continuum,
jako mocy zbioru wszystkich liczb rzeczywistych. &ro w 1963 roku P.J.Cohen wykazat,
ze na gruncie ogolnie praypgo ukladu aksjomatow hipotezy continuum nie da si
udowodngé.

Inny problem teorii mnogmi, na ktory uwag zwrécit Hilbert dotyczyt
uporadkowania zbioru liczb rzeczywistych. E. Zermelo w908 r. probowat
zaksjomatyzowateorii mnogdaci, aby swoj dowod twierdzenia o dobrym pgitku umiecic
w scistych ramach formalnej teorii. Aksjomatyzacja rieomnogaici jest jednym z
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najwazniejszych wydarzé w dziejach tej dyscypliny, w ktérym matematycy sy nie
odegrali niestetyadnej znaczej roli. Ich udziat, a konkretnie udziat

A. Mostowskiego i A. Lindenbauma zapisany zostalyptowodzie niezalaosci aksjomatu
wyboru od pozostatych aksjomatow teorii mnggoSzczytowe oggnigcia teorii mnogeéci

w okresie mgdzywojennym wiaza Sie z nazwiskiem Godla, ktéry zdefiniowat tzw. zbiory
konstruowalne. Dzki tej definicji udato st wykaza& niesprzeczn@ aksjomatu wyboru i
hipotezy continuum. Dla wspéiczesnej praktyki magroznej najwaniejszym odkryciem
miedzywojennej teorii mnogai, trwajpcym ponad 30 lat, jest zasada maksimunsrody
najwybitniejszym matematykow zajmaglych st ta tematyk wymieni nalezy m.in.:

K. Kuratowskiego i M. Zorna.

W drugiej potowie XIX w. powstata w Niemczech nowdaziedzina matematyki, tzw.
teoria mnogéci, a juz w 1909 r. 6wczesny docent Uniwersytetu Jana Kaezirai we Lwowie,
Wactaw Sierpiski wygtosit pierwszy naswiecie wykfad z tej nowej geti wiedzy
matematycznej, zav 1912 r. opublikowat pierwszy paghznik Zarys teorii mnogéci. W ten
sposob we Lwowie powstakmdek bada metodycznych nad tearimnogdci ztozony z
uczonych polskich.

Ogodlnie mana powiedzié, ze na teok mnogaci w Polsce midzywojennej skiadaj
si¢ trzy tradycje: tradycja Sienfskiego, tradycja Iwowsko-warszawskiej szkoty filizenej
oraz tradycja zwizana z Banachem z lwowskiej szkoty matematycznej.

Gtownymi motywami bada Sierpiiskiego byly: teoria zbiorow nieskozonych oraz
paradoksy nieskazondci. O szkole Siergiskiego mowi si
w odniesieniu do opisowej teorii mnagn Znacacy wkiad maj tu tacy logicy jak:
Kuratowski, Mazurkiewicz, Marczewski, Nikodem, Brau

Logicy tradycji lwowsko-warszawskiej szkoty filoficznej zajmowali s szeroko
rozumianymi podstawami matematyki. Wymieti naley prace nad aksjomatem wyboru w
arytmetyce liczb kardynalnych. &\éd przedstawicieli tej szkoly mna wymiend:
tukasiewicza, Léniewskiego, Tarskiego, Mostowskiego, Kotadkiego .

Zainteresowania logikow szkoty lwowskiej skupiaty gtdwnie na teorii miary, co
przyczynito s¢ w dalszych pracach do powstania kombinatoryki kogészonej, teorii gier
oraz odkrycia aksjomatu determinacji. Tu najsize zastugi przypisuje ¢si Banachowi,
Ulamowi i Tarskiemu.

Nalezy tez podkréli¢, ze polska teoria mnogoi nigdy juz nie odzyskata takiej
swietnasci, jaka byta jej udziatem w okresie ¢gdzywojennym.

Jali chodzi o literatug w zakresie teorii mnogoi, to do roku 1995 ukazatoesbkoto
10.000 prac jej pavieconych, z czego na okres 1918 — 1951 przypada dk&f@0 — 2.000
pozycji. Pierwsze nawiecie pismo péwiccone w caléci teorii mnogdci i dyscyplinom
pokrewnym to Fundamenta Mathematicae, ktérego lulcaezat s w Warszawie w 1920 r.
Na jego bazie zagk pisat Sierphski, ktory hcznie wydat blisko 350 prac. Inny wybitny
polski logik T. Kotarbhski w jednym ze swoich opracowaisat:

Kto nie rozumie logiki i teorii mnogoi, ten zwykle nie rozumie i tegée jej nie
rozumie®

Przytoczone powsej zdanie pozwala na wysnucie wnioske, teoria mnogai nie
jest dyscyplia fatwa, ktorej zrozumienie nie sprawia ekiszych trudnéci, cha
paradoksalnie nazywana jeststo wstpem do matematyki wgzej.

Pojcia i metody teorii mnogmi stosowanegwe wszystkich dziatach matematyki i
sa punktem wycia do scistego zdefiniowania i wyflienia podstawowych pgj
matematycznych.
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